k] Numeros reales [©

Para iniciar el estudio de este bloque temitico, relativo al andlisis de
funciones, es importante recordar algunas propiedades del conjunto de los
nidmeros reales, asf como algunas definiciones a propésito de los conjuntos
numéricos de la recta real.

En primer lugar, el conjunto de los nimeros reales estd formado por los
niimeros racionales y los irracionales y se puede representar en una recta en
la que se han determinado un origen y una unidad, de tal modo que, a cada
niimero real le corresponde un Gnico punto de la recta, y a cada punto de la
recta se le puede asignar un tnico nimero real. Por este motivo, en alguna
ocasién se habla de puntos en lugar de niimeros reales, y se habla de recta real
en lugar de conjunto de los niimeros reales.

Los niimeros irracionales complementan el conjunto de los niimeros racio-
nales, puesto que ocupan los huecos que dejan estos en la recta numérica.

Las principales propiedades de los niimeros reales son:

1. El conjunto de los nimeros reales, con las operaciones de adicién y multi-
plicacién, posee estructura de cuerpo conmutativo o abeliano.

De esta propiedad se deducen las reglas habituales de operaciones con
igualdades.

2. En el conjunto de los nimeros reales se puede definir una relacién de
orden del siguiente modo:

Dados dos niimeros reales a y b, a es menor o igual que b si se cumple que
~ b—a es un nimero real positivo o nulo, es decir:

a=bh & b—a=0

Esta es una relacién de orden total, puesto que para cualquier par de
nidmeros reales, a y b, se cumple que:

a=b o a=b, esdecir, o a<b o b<a o a=b
En R, la relacién de orden cumple las siguientes propiedades:
e Sia=b,VcER,entoncesa+c=b +c.
e Sia=bh,VcER,c>0,entoncesa-c =b-c.
Sia<bh,VcER,c<0,entoncesa-c=b-c.

La nocién de orden permite definir en la recta real los siguientes conjuntos
numéricos:

Supongamos a <b.
B Intervalo abierto de extremosay b: (a, b) ={x ER | a<x<bh}

(a,b)

Figura 7.1.

B Intervalo cerrado de extremosay b: [a, b| ={x ER la=x =b}.

[a, b]

o®

L
a

FiGura 7.2.

“Recuerda

Para representar los ndmeros

reales en una recta numérica
 se acepta el llamado axioma de
continuidad o lema de Cantor:

dada una sucesion de segmen-

tos encajados, existe un Unico

punto comun a todos ellos.

7. Limites de funciones
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Valor absoluto

dos ntimeros —ay a.
a sia=o0
Iaf={_a sta<0
Propiedades:
1 lal = |-al,vaer
2 lal=0ovaer
3.0 |ali—a=lal,YaeRr
4 la+bl < lal + b, vaver
5.la-bl = |al - |6],vaber

6. lal - [b] = |a—b]| =
= [a| + |b],vabeER

Observa
Cuando escribimos ’x| =r
por la definicién de valor abso-
luto, esta desigualdad es equi-
valente a las desigualdades:
X<ry —x<r
Como la segunda desigual-
dad es la misma que x > —r, se
pueden escribir las dos como:
=rx<r
Por este motivo, es igual:
a—r<x<a+r
que:
—f=x—g=r
Luego:
Ean=keR||x— al <n

[ Acotacion

Ut conjunto A estd acotado supe-
riormente por k si:

UxEAx=k

Para un conjunto acotado superior-
mente, existen infinitas cotas supe-
riores: La menor de ellas se denomina
extremo superior o supremo. Cuando
el extremo superior de un conjunto A
acotado superiormente pertenece a 4,
se denomina maximo de A,

Andlogamente se puede definir con-
junto acotado inferiormente, extremo
inferior o infimo, y minimo de un con-
junto A.

Cuando un conjunto esta acotado su-
perior e inferiormente, se dice que estd
acotado.

Se define el valor absoluto de un
nimero a, |a|, como el mayor de los

B Intervalo semiabierto o semicerrado de extremos a y b: son conjuntos
numericos que solo contienen uno de los extremos:

(a,bl={xERla< x=}k

(a, b]
it -
FigtiRa 7.3 a b
[a,b)={xER|la=<x<b}
[a, b)
Frrreeily oO——
FiGtRa 7.4. a b

B Intervalos infinitos: se denominan de este modo los conjuntos numé-
ricos: (—eo, a), (—oe, a], (a, +o0) y [a, +o0), y se representan mediante
semirrectas en la recta real.

(@, +o0) = {x ER|x>a} (—00,a) ={x ER|x<a)

(@, +e<) & P (oo, a) -
a Pt o 4
[a, +o0) = {x ER|x=a} (—o0,a] = (x ER|x=a)
[a, +e=) (—e=,al
——= e S —8—
a +oc oo a

Figufas 7.5,

® Entorno abierto de centro a y radio r, r > 0:
Elg,r)=xER|la—r<x<a+1)

Esta definicion desempefia un papel muy importante en anglisis. Utilizando
el concepto de valor absoluto de un nimero, se puede reescribir como:

E(a,v) ={x € R ]x—ar <7}
Geométricamente, |x —a | es la distancia entre los puntos x y a, por lo que

el entorne abierto de centro a y radio r es el conjunto de puntos x cuya
distancia al punto a es menor que .

E(a, r)
-C @ 2y
FicuRa 7.6. a—-r a a+r

Cuando se consideran los puntos de un entorno de a excluido el propio
punto a se denomina entorno reducido de a y se denota E*(a, )

E*(a,7)={xER|0< Jx—af <7}

E*a,r)
S L _CIL
FiGura 7.7, a-—r a a+r

Para todo punto x de un intervalo abierto (a, b), existe un entorno de x,
totalmente contenido en (a, b): E(x, r) C (a, b). Esta particularidad no se
cumple para todos los puntos de un intervalo cerrado, [a, b, puesto que no
se cumple en x=anien x=b.

3. En el conjunto de los nimeros reales, todo conjunto acotado superior-
mente tiene extremo superiot, y todo conjunto acotado inferiormente
tiene extremo inferior.

Esta tercera propiedad y el axioma de continuidad son equivalentes,
Y, asi mismo, son equivalentes a la siguiente propiedad:

Toda sucesién de numeros reales monétona .'(-'cfeéiei?it'é :'b_}‘dé{i‘ét'ient"e}. y acotada
tiene limite. =~ i R T R e S

Andiisis




. P1 Funcién real de variable real [©

2.1. Definicion

Toda aplicacion de un subconjunto A de los ntimeros reales R en el conjunto R se
denomina funcion real de variable real. :

AR
x=y=Fflx)

El subconjunto A constituye el dominio de la funcién, es decir, el con-
junto de valores reales que tienen imagen por f.
El conjunto de imdgenes por f es un subconjunto de R que se denomina
recorrido o imagen de la funcién.
En un sistema de ejes de coordenadas en el plano, el conjunto de rodos
los puntos (x, f(x)), con x € A, constituye la gréfica de la funcién f.
A continuacién, se muestran las gréficas de algunas funciones elementales
y se indican sus dominios y sus recorridos:
YA Y A
\ \ | a=>0
\\ 1 [
y=ax + b \ y= GX/ \_\' ",‘ ..'I
i~ A 4 \ [\ |

S .
X 0 A
/O AN LS

fix)=p,(x) =ax+ b, con a+0, es una
funcién polinémica de primer grado.

o
Dom f= I, Rec f=R Sla=0'= Re‘:f=["(‘§)r+°°)

fix) = sen x es una funcidn trigonométrica.
Dom f=R,Recf=[-1,1]

Figuna 7.8.9.

Figura 7.8.a. FiGura 7.8.b.
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flx) =—— + b es una funcion racional. f) =l ax +bl, con a#0, es la funcién valor
= absoluto de un polinomio de primer grado.
Dom#=R—{a}, Recf=R {0} Dom f= R, Rec f= [0, +2o)
Figura 7.8.d.

FiGura 7.8.e.

IRl I 6 v

fix) = cos x es una funcion trigonométrica.
Dom f=R,Recf=[—1,1]

FiGura 7.8.h.

Observa

La denominacion funcion real
de variable real se aplica a las
funcienes cuyo recorrido es un
subconjunto de B (funcion real)
y cuyo dominio es un subcon-
junto de R (de variable real).

Y A

o
-
——
=Y

fix) = palx) = ax’ + bx + ¢, con a # 0, es una funcién polinémica de segundo grado. Dom f= R,

:
Sia<0 = Recr=(—m,f(——”
2a/

Ficura 7.8.c.

f(x) = | ax* + b, cona # 0, es la funcién valor
absoluto de un polinomio de segundo grado.

Dom f= R, Rec f= [0, +0)
Ficura 7.8.f,

fix} = tg x es una funcién trigonometrica.
Dom f=& —{>-+kn], ¥ keZ, Rec=8

Figura 7.8.1.

7. Limiies de lunciongs




Solucion: @) Domf=R b) Domf=(—\/§,\/§)c) Dom f=(—e, —=1) U
U (=1,1)U (1,31d) Domf=(—V201U(0,V2) e) Domf=R — {1}

f) Domf=R g) Domf‘:R—[—LM].kEZ
2—(2k— 1)

b} Domf=(1,2) U(2, +=) i) Dom f=[~2,2] j) Domf=[—1,1)
k} Dom f=(—es, —1) U (0, +<) 1) Dom f=(—1,0) U (0, +e0)

m) Dom f=R—{l2T- + kﬂ,—:- + kw],kEZ n) Dom f=(—ce, —2) U
U (=2, V2]

X
flx) = a’,a € R, a > 0, es la funcién exponencial.
Dom f= [, Rec f= (0, +o)
Ficura 7.8.). Fiura 7.8.k.
YA
a>1 Y4
0<a<1
i fx) = log, x
I N (1,0
G 0L X . \ _‘F
fix) = log, x ———_
fix) = E (x) o f(x) = [x], es la funcién parte entera. fix) = log,x,a € R, a >0, es la funcién logaritmica.
Domf=R,Recf=7 Dom f= (0, +c=),Rec f=R
FiGura 7.8.n. Ficura 7.8.1. Figura 7.8.m.
@)ctividades
15 Calcula los dominios de las siguientes funciones:
Recuerda 27 + 1 X
o a) fix)=——— h) fix)= ——

Para resolver las actividades, 5x°+1 In(x—1)
conviene tener en cuenta las i 2 _ RS
técnicas de calculo de limites b) R =In(5—x) i} fg="V2 &=
estudiadas el curso anterior. V3 —x 1

s c) fix)= 5 R=Vx+1+

Ademds, es necesario refle- =9 . Vi—x

! xionar sobre e_Il hecho de que, d) f)=1In (% _1) k) fix)= (1 +l)
: dadas dos funciones, flx) y g(x), X _ X
{ el dominio de f? es: 1+x 1
i Dom (f¢) = Dom fnDom g — e f(x)—sen(1 —x) h foy=(+x
i —xe RI&X} =0 yfIX) = 9()() =0} f) fix) = ‘3/3x2 +x—1 m) f{x} = W -1gx
2x+1 )
X six<0
g) f(XJ=tg(m) n) fix)={ x+2
V2—x* six=0

? Andlisis




